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RESUMEN

La investigacion en una gran diversidad de areas esta adoptando el concepto de la geometria de fractales; que
fue establecida por primera vez por Benoit B. Mandelbrot en 1975 y tiene cada vez mayor aplicacion en
todos los campos del conocimiento. El concepto principal de esta nueva geometria es la dimension fractal D,
que es una propiedad del objeto, la cual indica qué tanto ocupa el espacio que lo contiene y puede adquirir
valores continuos en el espacio de los nimeros reales entre 0 y 3. Se presenta en este trabajo la aplicacion de
métodos para obtener la dimensidn fractal del arroyo Feliciano y su red de drenaje. Uno de ellos es el método
grafico de Box-Counting y el otro se basa en ecuaciones empiricas que emplean los parametros de Horton.
Los resultados muestran que el arroyo Feliciano puede ser visto como un objeto fractal, si se comparan con
los presentados por diversos autores en la bibliografia consultada.
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ABSTRACT

The investigation in a great diversity of areas is adopting the concept of the fractal geometry; that was established
for the first time by Benoit B. Mandelbrot in 1975 and has every time bigger application in all the fields of the
knowledge. The main concept of this new geometry is the dimension fractal D that is a property of the object,
which how so much squatter indicates the space that contains it and she can acquire continuous values in the space
of the real numbers between 0 and 3. This work presents the application of methods to obtain the dimension
fractal of the stream Feliciano and their network. One of them is the graphic method of Box-Counting and the
other one is based on empiric equations that use the parameters of Horton. The results show that the stream
Feliciano can be seen as an object fractal, if they are compared with those presented by diverse authors in the
consulted bibliography.

Keywords: Fractal Geometry; Laws of Horton; Feliciano basin.
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INTRODUCCION

La investigacion en una gran diversidad de éreas
esta adoptando los conceptos de una nueva geome-
tria, la geometria de fractales (Gonzalez y Guerrero,
2001). La geometria de fractales fue establecida por
primera vez por Benoit B. Mandelbrot en 1975 y
esta teniendo cada vez mayor aplicacién en todos los
campos del conocimiento. El concepto principal de
esta nueva geometria es la dimension fractal D, que
es una propiedad del objeto, la cual indica qué tanto
ocupa el espacio que lo contiene y puede adquirir
valores continuos en el espacio de los ndmeros
reales entre 0y 3.

El presente trabajo se basa en los conceptos clasicos
de la geomorfologia y las relaciones de dichos con-
ceptos desde el punto de vista de los fractales. Va-
rios trabajos de la literatura han relacionado las
caracteristicas geométricas de las cuencas de drena-
je, tales como las relaciones de Horton, con la di-
mension fractal.

Se presenta en esta oportunidad la aplicacién de
métodos para obtener la dimensién fractal del arroyo
Feliciano y su red de drenaje. Uno de ellos es el
método gréfico de Box-Counting y el otro se basa en
ecuaciones empiricas que emplean los pardmetros de
Horton. Los resultados muestran que el arroyo Feli-
ciano puede ser visto como un objeto fractal, si se
comparan con los presentados por diversos autores
en la bibliografia consultada.

METODOS GRAFICOS PARA LA DETERMI-
NACION DE LA DIMENSION FRACTAL

Método de Richardson

Se basa en la determinacién de la longitud de la red
de drenaje a través de un instrumento de medicién
como un compas o una regla (Naumis, 2002). La
longitud de un objeto estd dada por L=N.r, donde r
es la longitud de la regla y N es el nimero de reglas
necesarias para cubrir el objeto en estudio, cuya
expresion es la siguiente:

N=L-r (1)
Para una mayor precision de la medida del objeto, es
ideal que r tienda a 0 (Rodriguez Gomes y Chaudhry,
2000). Siendo D el exponente que describe la propie-
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dad de una forma geomeétrica irregular, se obtiene una
medida de la siguiente forma:

L=N-r°=cte )
donde D > 1. Mandelbrot (1975) llamo a este expo-
nente dimension fractal, lo que permite reescribir la

expresion de L de la siguiente manera;

L~cte-r*P ©)

Meétodo de Box-Counting (conteo por cajas)

La base de este método es la formacion de un con-
junto de puntos dentro de un espacio euclidiano de
dimension D. Se utiliza una malla de cubos de di-
mensién D y volumen rD sobre un espacio e, siendo
r el lado del cubo. EI nimero de cubos N(r) necesa-
rio para cubrir el objeto en estudio esta dado por la
siguiente ley de potencia:

N(r)~cte-r® @)
La ecuacion (4) describe una linea recta a través del
conjunto de puntos (N,r) ploteados en papel biloga-
ritmico, de donde se obtiene la dimension fractal. En
la practica, se utiliza una rejilla de celdas de lado r
cubriendo el objeto a analizar. Se contabilizan las N
celdas ocupadas por la imagen y se repite la opera-
cién para otro tamafio de celda de lado r.

RELACIONES DE HORTON

La red de drenaje formada a partir de un cauce prin-
cipal, constituye la dinamica de la cuenca. La mayor
0 menor jerarquizacion de la red se debe a condicio-
nes de topografia, geologia y vegetacién. Una de las
formas que existe para obtener una medida de la
ramificacion del cauce principal es a partir del esta-
blecimiento del nimero de orden propuesto por
Strahler (Linsley et al., 1977).

Conjunto de Strahler de la cuenca

De la jerarquizacion de la red, se obtiene la sucesion
de numeros de cursos que, ubicados en orden cre-
ciente, forma el “Conjunto de Strahler de la cuenca”.
{Na}={N1,N2,N3,

No.1,1} (5)
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Las caracteristicas geomorfoldgicas asociadas a la
dimension fractal son la Relacion de Bifurcacion
(Re), la Relacion de Longitudes (RL) y la Relacién
de Areas (Ra) de Horton.

Relacion de Bifurcacion Rs

Es la mas importante de todas las formuladas por
Horton. Horton expresa que el “nimero de cauces
varia con el orden, en una manera que sugiere una
progresion geométrica”. En efecto, se trata de una
serie geométrica inversa en la cual la relacion de
bifurcacién Rg es la base. La relacion Rg constituye
un ndmero adimensional muy importante ya que al
cuantificar la ramificacion de la red, indica la forma
del sistema de drenaje. Conceptualmente Rg relacio-
na el nimero de cauces Ny con Nw.1, de acuerdo con
la siguiente expresion:

(6)

Siguiendo la metodologia propuesta por Strahler, se
representa graficamente la relacion entre el nimero
de orden (abscisas aritméticas) y el numero de cau-
ces de cada orden (ordenadas logaritmicas). El anti-
logaritmo del coeficiente de regresién de la recta
resultante, es el valor de Rg. Valores bajos de Rg
corresponden a cuencas de gradiente suave y forma
redonda o cuencas en forma de “pera”.

Relacion de Longitudes R

Se parte de considerar que “la extension promedio
de los cauces de un orden dado, en una cuenca, toma
la forma de una serie geométrica directa” y se expre-
sa con la siguiente relacion:

_ L
Lo
donde Ly es la longitud promedio de las corrientes

de orden w y Lw-1 €s la longitud promedio de las
corrientes de orden w-1.

R, @

Relacién de Areas Ra

Schumm, segln cita Rodriguez Ilturbe et al.
(1980), tomando como base los conceptos estable-
cidos por Horton para el anélisis de orden, longi-
tud y pendientes de cursos, caracteriza el area
promedio de una cuenca para cada orden como
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una serie geométrica directa (Peckam y Gupta,
1999). La base de la serie geométrica considerada
se denomina relacion de areas medias Ra, Yy su
expresion es la siguiente:

A4
donde A es el area promedio de las subcuencas de

orden w y Aw-1 es el area promedio de las subcuen-
cas de orden w-1.

R, (®)

Esta ley fue formulada siguiendo los conceptos de
Schumm. Se puede expresar que el area promedio
de las cuencas de cada orden se aproxima a una
serie geométrica directa. En esta serie el primer
término es el area promedio de las cuencas de pri-
mer orden (Vich, 1996).

De acuerdo a la bibliografia consultada, las cuencas
naturales satisfacen los siguientes limites: 3 < Rg <
5;1.5<RL<3.5;3<Ra<6.

DIMENSION FRACTAL Y RELACIONES DE
HORTON

Las relaciones entre las leyes de Horton y la rela-
cion fractal estan dadas por las siguientes expre-
siones:

d/2
R =R! ©
donde d es la dimension fractal del curso principal.
La expresion es valida para R < Ra.
R, =R’ (10)
donde D es la dimensién fractal de la red de drenaje,
es decir, de la totalidad de los cursos de la red de
drenaje y la expresién se aplica para Rg > R.. Com-
binando las ecuaciones anteriores, se obtiene la
expresion que relaciona Rg con Ra:

R, =R’ (11)

valida para Ra> Rg> R..

Por lo tanto, es posible obtener las siguientes ecua-
ciones para la determinacion de la dimension fractal
(Marani et al. 1991):



Analisis Fractal de la Red de Drenaje del Arroyo Feliciano (Entre Rios, Argentina)

_ logR, 12)
logR,

D =229k, 13
logR,

Segun cita Rosso et al. (1991), Feder encontro la
siguiente relacion, que no proveé estimaciones satis-
factorias de d en todos los casos:

logR,

14
log R, (4

CUENCA DEL ARROYO FELICIANO

El rasgo superficial mas importante de la provincia
de Entre Rios es su rica red hidrografica generada
por la accion del clima interactuando con el sustrato
y el relieve. Dentro de los cursos que drenan hacia el
Parana se observan, en direccion NE-SO, el rio
Guayquiraré y el arroyo Feliciano.

La cuenca del arroyo Feliciano posee un area de
5488 km? y esta ubicada al NO de la provincia de
Entre Rios entre los meridianos de 30° 15" y 31° 15
de latitud Sur y entre los paralelos de 58° 40" y 59°
15" de longitud Oeste. La provincia se inscribe den-
tro del &rea de transicion de los climas subtropicales
a templados; las precipitaciones medias oscilan entre
los 900 y 1000 mm anuales.

El arroyo corre por una llanura aluvial de contornos
irregulares, presentando un ancho variable entre 40
y 120 m y una longitud de 157 km hasta la seccion
de control en Paso Medina, con una pendiente
media de 0.000256. Los suelos son fuertemente
arcillosos de baja permeabilidad, con cobertura
vegetal originaria de monte bajo cerrado, que ha
sido desmontado y utilizado para cultivo y/o pastu-
ra natural. Existen registros hidrométricos del arro-
yo Feliciano en Paso Medina, desde enero de 1975
hasta la fecha. El caudal medio de la serie es de
52.93 m%/s, con un maximo de 2253 m%/s en 1998
(EVARSA, 2002).

La Figura 1 muestra la ubicacién de la cuenca del
arroyo Feliciano en la provincia de Entre Rios.

A partir de un detallado andlisis de la dinamica hi-
drica superficial efectuado sobre las cartas del Insti-
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tuto Geografico Militar (1.G.M. escala 1:100000) y
de fotografias aéreas se realiz6 el trazado de la red
de drenaje que se observa en la Figura 2 y se obtu-
vieron las relaciones de Horton.
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Figura 1. Ubicacién de la cuenca del arroyo Feliciano en la
provincia de Entre Rios.

APLICACION Y RESULTADOS
Determinacién de las relaciones de Horton

La tarea realizada para el calculo de los parametros
geomorfoldgicos demanda muchas horas de trabajo,
tanto para preparar la informacion como para reali-
zar las mediciones sobre el mapa base.

Los parametros geomorfolégicos que se evaluaron
en este trabajo son Q, No, Ra, Rs, RL, Aw, Lw Y Nw,
gue se relacionan con la dimension fractal de la red
de drenaje.

Si bien el procedimiento para evaluarlos es bastan-
te sencillo, la aplicacién practica genera diferentes
posibilidades, ya sea por el trazado de la red de
drenaje (en funcién de la escala y detalle del mapa
base utilizado), como por el juicio subjetivo del
hidrélogo. Se necesita entonces, obtener el orden
de la cuenca.
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Figura 2. Red de drenaje del arroyo Feliciano.

Posteriormente se cuenta el nimero de cursos de cada Tabla 1. Orden, cantidad, longitud y 4reas de cursos.

orden Ny, se obtiene el conjunto de Strahler {No}, se Orden (w) Ny Lw Auw
miden las longitudes y las 4reas de aporte a cada ; 3608504 ;g? é-ég
curso. Se promedian las longitudes Ly y las &reas Aw 3 130 4'23 23; -
para cada orden. Se calcula luego Rg, RLY Ra. 2 >4 13.79 13673

L . 5 7 13.50 41.65
Para la aplicacion de las leyes de Horton y el calculo

. o . 6 2 32.50 1180.67
de los pardmetros morfométricos complementarios, 7 1 62.00 548810

se hicieron estudios en base a la informacién dispo-
nible (Zucarelli y Morresi, 2000).

La Tabla 2 presenta los resultados de las Leyes de

. o » Horton en la cuenca del arroyo Feliciano.
En el nivel natural el arroyo Feliciano se estudi6 con

un completo detalle su red de drenaje obtenido en
base a planchetas I.G.M. y a fotografias aéreas. El
conjunto de Strahler obtenido para este nivel de
anélisis es:

Tabla 2. Leyes de Horton.
Rs RL Ra
3.98 1.89 4.07

Orden
Natural

Re/Ra
0.98

Las Figuras 3, 4 y 5 presentan las relaciones entre el
numero, la longitud y las &reas de los cursos y el
orden; respectivamente.

{Na}={3054,680,130,24,7,2,1} (15)
La Tabla 1 presenta el orden de los cursos de
agua, el namero total de cursos, la longitud pro-
medio de los cursos de agua y las &reas promedio
para cada orden.

Se observa que los parametros de Horton para la
cuenca en estudio se encuentran en el rango de valo-
res citados en la bibliografia.
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Figura 3. Relacion entre el nGmero de cursos y el orden.
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Figura 4. Relacién entre la longitud de los cursos y el orden.
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Figura 5. Relacion entre el area de los cursos y el orden.

Determinacion de la dimensién fractal

Las Figuras 6 a 10 presentan la aplicacién del mé-
todo grafico de Box-Counting, donde los ejes co-
rresponden a N(r). En ellas es posible observar el
perfil longitudinal del arroyo Feliciano sobre una

grilla compuesta por N(r) cajas de lado r. Si se
cuentan las cajas donde hay algin punto pertene-
ciente al curso principal, se obtiene el valor r. En
cada caso se cuentan las cajas donde hay algin
elemento perteneciente al curso principal y se esta-
blece la relacion N(r)-r.

fd et

Figura 6. Método de Box-Counting. 4830 cajas.
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Figura 7. Método de Box-Counting. 1568 cajas.
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Figura 8. Método de Box-Counting. 324 cajas.
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|

Figura 9. Método de Box-Counting. 96 cajas.

Figura 10. Método de Box-Counting. 24 cajas.
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Figura 11. Relacion N(r) vs. 1/r

La Figura 11 representa en el eje de las abscisas el
logaritmo de la inversa del tamafio de lado de las
cajas (log 1/r) y el eje de ordenadas representa el
logaritmo del nimero de cajas no vacias (log r). Se
observa que los puntos se ajustan a una curva de
pendiente positiva de expresion 7.90 (1/r)%"; con
un coeficiente de determinacion de 0.96.

Por su parte, la Tabla 3 presenta los valores de las
relaciones de Horton y la dimensién fractal de cinco

cuencas de Italia, empleando la ecuacién (12) y el
método de Box-Counting (Rosso et al., 1991).

La Tabla 4 presenta los valores de d obtenidos por la
ecuacion (12) para ocho cuencas en Missouri y son
comparados por los obtenidos mediante el método
de Richardson. Finalmente, se calcula d por la ecua-
cién (14), propuesta por Feder (Rosso et al., 1991).
Por su parte, la Tabla 5 presenta la aplicacién a la
cuenca del arroyo Feliciano.

Tabla 3. Dimensién fractal de rios de Italia.

Rio Area Rs RL Ra d d Box-
(km?) (ec. 12) Counting
Gallina 1.10 3.04 2.03 3.92 1.04 1.03+0.01
llice 4.70 2.70 2.00 5.10 1.00 1.01+ 0.03
Maroggia 35.80 3.51 2.02 4.07 1.12 1.10+0.02
Petrace 410.0 4.10 2.10 4.50 1.00 0.99+ 0.03
Arno 8229.0 4.70 2.50 5.20 1.11 1.08+0.04
Tabla 4. Dimension fractal de rios de Missouri.
Rio Orden Area Rs RL Ra d d d
(km?) Richardson | (ec.12) | (ec.14)
Big 4 2448 3.24 2.52 4.60 1.214 1.212 1.572
Big Piney 3 1950 4.25 3.01 6.32 1.078 1.196 1.523
Blackwater 4 3919 3.31 1.85 4.20 1.036 1.000 1.028
Bourbeuse 3 2233 4,12 3.34 6.47 1.291 1.292 1.704
Gasconade 4 9104 418 3.11 5.83 1.155 1.287 1.587
Lamine 4 2893 2.98 1.90 4.08 1.145 1.000 1.176
Meramec 5 10321 3.19 2.18 4.08 1.137 1.108 1.334
Moreau 3 1510 3.46 2.98 5.58 1.211 1.270 1.759
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Tabla 5. Dimensién fractal del arroyo Feliciano.

Arroyo Area Re RL Ra d d d Box- D
(km?) (ec.12) | (ec.14) Counting (ec. 13)
Feliciano 5488 3.98 1.89 4.07 0.901 0.921 1.67 1.96

Los valores de D obtenidos a partir de la ecuacion
(13) para los rios de Missouri presentan un rango
entre 1.444 y 1.649; con un valor medio de 1.576.
Los datos informados para las cuencas de lItalia
presentan valores entre 0 y 1.16. Finalmente, un
valor de d=1.67 fue reportado por Gregory vy
Walling, segln citan Rosso et al. (1991).

El valor de d encontrado para la cuenca del arroyo
Feliciano resulta coherente con los presentados en la
Figura 12, donde se muestra el histograma de la
dimensiodn fractal para 30 rios en el mundo. En dicha
figura, es posible observar que el rango mas frecuen-
te se encuentra entre 1.70 y 1.80.

La dimension fractal D fue estimada como 2 por La
Barbera y Rosso (1989) como un intento inicial para
entender el concepto de fractal en la red de drenaje.

Los autores verificaron que las restricciones topo-
graficas, geoldgicas e hidrolégicas pueden reducir la
fractalidad de las redes. Una red de drenaje con
caracteristicas de ramificacion en todo el espacio
tiene dimension fractal igual a 2.

Segun cita Rosso et al. (1991), Richardson propuso
valores de D para diferentes costas: D=1.25 para el
Oeste de Gran Bretafia, 1.15 para la frontera de
Alemania, 1.14 para la frontera de Portugal, 1.13
para la costa australiana, 1.02 para la costa de Sudé-
frica; una de las mas suaves del mundo.

Valores de D cercanos a 1.5 son esperables en
costas muy rugosas, mientras que D tiende a 1 para
costas poco accidentadas. El valor de D describe
una caracteristica muy importante de la costa, que
es su rugosidad.

Ndmero de rios

13 15 1,6

1,7
d

1.8 1.9

Figura 12. Histograma de la dimensidn fractal para 30 rios en el mundo (Rosso et al, 1991).

CONCLUSIONES

En este trabajo se presenta la aplicacion de la geo-
metria fractal y su relacion con los parametros de
Horton en la cuenca del arroyo Feliciano. Se utilizan
ecuaciones para hallar la dimension fractal del curso
principal obteniéndose un valor cercano a 1. La
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aplicacion del método grafico de Box-Counting
revela que el valor de la dimension fractal es 1.67, lo
que corresponde a un patron de ramificacion que
cubre toda el &rea de drenaje.

Si se comparan los resultados de la dimension
fractal para la red de drenaje completa de la cuen-
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ca del arroyo Feliciano con los presentados por
diversos autores se desprende que la red en estu-
dio puede ser vista como un objeto fractal, con un
valor cercano a 2.

Con respecto a la determinacion de las relaciones de
Horton, es importante destacar que son sensibles a la
escala del mapa empleado, por lo tanto; para su
determinacion, se debera contar con informacion
adecuada, tanto de imagenes satelitarias, mosaicos y
fotografias aéreas, ademas de las cartas del Instituto
Geografico Nacional. Los valores de las relaciones
de Horton para la cuenca del arroyo Feliciano se
encuentran entre los limites establecidos en la litera-
tura, con Re=3.98, RL=1.89 y Ra=4.07.

Es necesario, en lo posible; poseer informacion
actualizada, a efectos de considerar las modificacio-
nes que pueden haberse producido en la cuenca.

Por otra parte, se debe tener en cuenta que diferentes
investigadores pueden asignar distintos drdenes a
una misma cuenca, dado que esto depende de la
subjetividad del hidrélogo.

Finalmente, no debe olvidarse que la cuenca como
unidad morfolé4gica debe ser analizada por sus caracte-
risticas topograficas, geoldgica, de vegetacion, etc. El
sistema en estudio es demasiado complejo como para
ser simplificado mediante unos pocos pardmetros.
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